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两相介质波动问题显式有限元方法稳定性研究 
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摘 要：基于动力反应递推计算格式传递矩阵的性质，进行了饱和两相介质波动问题时域显式有 

元方法稳定性问题的研究。定义了综合考虑各种影响因素的稳定性判别指标——传递因子；研 

了稳定性影响 因素 ，包括时间步长、空间步距和渗透 系数取值 的作用规律 ；给 出了方法稳 定性的 

用判别准则。研 究结果表明：时间步长、空间步距和渗透 系数取值都对饱和两相介质波动问题的 

域显式有限元方法的稳定性有较为显著的影响。随着时间步长的增大，方法的稳定性降低 ；随着 

间步距的增大，方法的稳定性增加 ；当渗透系数取值增大时，方法的稳定性增加 。 
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Abstract：The stability of time—domain explicit finite element method for wave motion of fluid—sat 

urated porous media is studied based on the transfer matrix of calculating formula of dynamic 

response．A new discriminant index-- transfer factor，which considers different influence factors 

synthetically，is defined to describe the stability of the method． The effects of time step，space 

interval and the value of permeability coefficient on stability are analyzed and the practical stabili 

ty criterion is put forward．Calculating results show that with increase of time step，the stability 

of the method is reduced，with the increase of space interval，the stability is enhanced，and with 

t he increase of the value of permeability coefficient，the stability of the method will be enhanced 

also． 

Key words： Fluid—saturated porous media； W ave motion； Time-domain explicit finite elem ent 

method；Stability；Transfer matrix；Discriminant criterion 

0 引言 

流体饱和两相多孔介质 (以下简称饱 和两相介 

质)的波动问题是土动力学中的重要研究课题之一 ， 

具有较为重要的理论和学术意义。同时该问题也具 

有较为重要的工程背景 ，诸如饱和沉积土层 中地震 

波的传播，饱和软土地基上的隧道 、地铁车站等各种 
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工程结构的动力反应等工程问题的求解 中均要涉及 

到两相介质的波动问题 。对饱和两相介质波动问题 

的研究始于 Biot： ，他建立 了饱 和两相介质 的波动 

方程 ，从而为饱和两相介质波 动理论 的研究奠定 了 

基础 。 
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饱和两相介质波动问题 的物理模 型复杂 ，只有 

对于少数边界条件特殊 ，荷载形式简单 的问题才能 

得到解析形式 的解答 ，对于大多数 问题必须采用数 

值计算的方法进行求解。在求解饱和两相介质波动 

问题的各种数值方法中，有限元 方法 由于具有物理 

概念 明确，求解过程高度规范化的特点而得到 了广 

泛应用 ，成为主要 数值计算方法 。有 限元方法 的求 

解过程可概括为对求解系统在空间和时间两个方面 

的离散化。依据时间域内离散化的计算格式的不 

同，饱和两相介质波动问题的有限元方法可 以分为 

隐式方法_2]、隐一显式方法r3]和显式方法三类__4 ]。 

其中显式有限元方法采用空间解耦技术实现对求解 

系统的空间离散，无须集成系统的总体刚度矩阵；采 

用时域内的显式积分计算格式完成动力反应时程的 

求解，避免了求解耦联方程组的巨大计算工作量，因 

此该方法可以减少对计算机内存资源的占用，显著 

地缩短计算时间，提高计算求解的效率，对于自由度 

数目巨大的复杂问题尤其具有优势。但是显式有限 

元方法存在一个不容回避的问题，那就是计算过程 

的稳定性 。必须对某些计算条件(例如计算时间步 

长)作 出一定 的限制 ，才能保证计算 过程 的顺利 完 

成，否则会由于计算结果的发散溢出而导致计算过 

程的中断。 
一

些学者开展了针对时域逐步积分计算格式的 

稳定性条件和有限元方法求解弹性波动问题的稳定 

性分析方面的研究工作。廖振鹏和刘晶波[6]研究了 

有 限元方法求解一维 弹性波动 问题的稳定 性问题 ； 

王进廷等[7]研究了瑞利阻尼介质有限元离散模型动 

力分析的数值稳定性问题，并给出了实用稳定判别 

方法 ；景立平[8]针对两种显式计算格式 ，进行 了其应 

用于波动问题有 限元求解时的稳定性 问题 的研究 ， 

给出了相应的稳定性条件；刘祥庆等 对 8种时域 

逐步积分计算格式的稳定性进行了对比研究。以上 

研究工作或是针对单相介质振动问题逐步积分计算 

格式开展，或是针对单相介质波动问题有限元方法 

开展，其研究对象都未涉及两相介质。 

对于饱和两相介质的波动 问题而言，不仅具有 

时间和空间耦联 的特点 ，而且具有固相和液相耦合 

的特征，因此其稳定性问题将远比单相介质复杂。 

本文针对饱和两相介质的波动问题开展求解该问题 

的时域显式有限元方法稳定 性问题 的研究 ，以揭示 

各种计算条件(时间步长、空 间步距等)对稳定性 的 

影响，并给出稳定性的实用判别准则。 

1 饱和两相介质波动问题的时域显式 

有限元方法 

文献E43中建立了饱和两相介质弹性波动问题 

求解的时域显式有限元方法，该方法的核心思想可 

概括为两方面：空间域的解耦技术和时间域的显式 

逐步积分计算格式 。下面对这两方面的内容分别进 

行介绍 。 

1．1 空间解耦技术 

文献[4]建立的时域显式有限元方法中，对于已 

完成空间离散化(网格划分)的计算区域(如图 1所 

示)中的某一个节点(如节点 1)，将该节点周围与其 

相临的单元和节点作为一个相对独立的系统。如采 

用四节点矩形单元进行计算区域的离散化，则该系 

统包含 4个单元 ，9个节点 。对于节点 1动力反应 

的计算求解可以在上述局部单元和节点系统内独立 

进行 ，即只考虑该节点周围的邻 近节点对其动力反 

应(如位移、速度和加速度等)的影响，该系统之外的 

其他节点和单元 的影响不予考 虑。因此 ，计算过程 

中只需要集成反映相邻节点动力相互作用的单元矩 

阵，不需要集成整个计算系统的总体动力相互作用 

矩阵，从而大大减少了有限元前处理的工作量 ，减少 

了对计算机内存资源的占用。 

6 

图 1 局部单元和节点 系 

Fig．1 Local element and node system． 

1．2 时域显式逐步积分计算格式 

应用 中心差分法和 Newmark常平均加速度法 

相结合的数值积分算法，建立饱和两相介质动力反 

应的时域逐步积分计算格式，其中位移计算式为 

一lf + 4-等 r∑ ，一一 
L一 1 

4 4 

∑∑ ( 一 ’ )一 
L = 1 '= 1 

4 4 4 4 

∑∑ 一∑∑K L L， ](1) 
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u『rr =：=u + D +A t 2 r∑fb： + 
L L 一 】 

∑∑ ( 一 ’ )一 
f ] — 1 

∑∑础 “ 一∑∑ L，u ](2) 
，，一 l = 1 L一 1 J一 1 

式中 H “ 和 u 分别为 i节点在 当前计算步的固 

相和液相位移 向量 ，下标 i为节点编号 。上述计算 

式对应于采用 四节 点矩形单元进行 空间离散 的情 

况 ，对 L求和表示节点 i周 围的 4个单元对其动力 

反应的贡献的叠加 ，对 求和表示 同一单元 内的 4 

个节点 对节 点 i动力 反应 的贡献 的叠 加 。M 和 

M¨为固相 和液相 的集 中质量系数 ，其 大小与 固相 

及液相 的质量密度 、』Dr有关； 、K 、K 、K 

和K ，为表示i节点与其周围的邻近单元和节点相 

作用的渗流阻尼系数矩 阵和刚度系数矩 阵，其表 

达式分别为 

— f f bN ( ， ) ( ， )&rdy 
√ J n 。 

r r 

K 一j l B (z，y)D B，( ， )&rdy 
J J n 

， ，。 

K ，一K ，二二二I I ．B ( ，y)D：B (‘z-， )&rdy 
√ √ n 

K ． =：l 1 B』』(z， )D。B ( ， )dcrdy 
J J n 

式巾：b为渗流阻尼系数 ，6一 ／k，，其 中， ，为液 

相(孔隙流体)的粘滞系数，k，为 Darcy渗透系数， 

为孔隙率 ；N，为四节点矩形单元 的形 函数矩 阵；B 

一LN L为微分算 子矩 阵；矩 阵 D 、D。和 D。的表 

达式分别为 

+ 2G+ __ E + E o 

D!一 j + ￡
w  

+2G+ l_ ￡
w  

0 
{ 

0 0 0 

r(1一 ，z)E (1一 )Ew 0] 

D2— 1(1一 )E (1一 )E 0 1 

1 0 0 0 I 
i~z／Z' nE 07 
f f 

D3一I nE 0 I 
1 I l 0 0 0J 

其中， 为固相材料 的 Lame常数 ；G为固相材料 的 

剪切模量；E 为液相(孑L隙流体)的体积压缩模量。 

由式 (1)和(2)可知 ，饱 和两相介质 当前时刻的 

位移可以完全 由前一时刻的运动量按照此种计算格 

式求解得到 。因此动力反应时程的计算可 以完全按 

照显式迭代的方式完成，无须求解耦联的方程组，这 

将显著地缩短计算时间，提高计算求解的效率。 

2 饱和两相介质波动问题时域显式有 

限元方法稳定性研究 

2．1 稳定性研究方法 

饱和两相介质波动问题的复杂性表现在时间与 

空问耦联 ，同时固相与液相动力反应的耦合 ，计算模 

型参数众多，参数取值将对求解该问题的计算方法 

的稳定性产生影响 。本文基于综合反映多个计算参 

数影响的计算格式传递矩阵的性质研究两相介质波 

动问题时域显式有限元方法的稳定性。 

计算公式(1)和(2)可 以统一写为 

W 一 AW (3) 

式中，w 为待求 的当前步 的运 动量，w 一 
，￡f声 l 、 

{Ⅲ+ }，对于二维问题W扩 有4个分量；w 为图l 

所示的计算系统 中所有节点已知的前一步的运动量 

(包括固相与液相的运动量)，即 

W 一{Mf、ll8、“g、“ ll 、“g、M 、“g、“0、Uf、【， 、【， 、 

U4Pu 5P、U8、U 、US、U 、“f、 、Hf、“}ll 、“0、“ 、 

“}、“ 、Uf、 、U 、U U 、【， 、U 、【，￡、U 

对于二维问题 ，w 有 72个分量 ；矩阵 A为计算公 

式(3)的传 递矩阵 ，为 4×72阶矩 阵。传递 矩阵 A 

的元素不但与两相介质体系的物理参数相关，而且 

与各种计算条件，如计算的时间步长 △f，空间步距 

(即网格划分尺寸)△s有关 ，因此传递矩阵 A综合 

反映了各种因素对饱和两相介质波动 问题显式有限 

元方法稳定性的影 响，它的性质直接决定 r方法的 

稳定性情况。 

根据矩阵理论口 ，传递矩阵 A与其转置矩阵的 

乘积AA 的特征值都是非负实数。设 AA 的最大 

特征值为 ⋯ ，则 一 ~／ 称为传递矩阵 A的最 

大奇异值 。 

传递矩阵A可以分解为如下的形式 ： 

： f∑ o／A U VT (j) ：】厶 (1’ l 
0 0 1 

式中，u为 4×4阶矩阵；V为 72×72阶矩阵；∑一 

diag(8 ， ，⋯ ， )， (i一1，⋯，r)为传递矩阵 A 的 

各阶非零奇异值。公式 (4)称 为传递矩阵 A 的奇异 

值分解 。 

传递矩阵 A的最大奇异值 ⋯类似于方阵 的谱 

半径 ，是算法稳定性 的重要判别指标之一 ，但其并不 
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是唯一的判别指标 。笔者针对文献E42中建立的饱 

和两相介质波动问题的时域显式有限元方法经过大 

量 的试算发现 ，在两相介 质体 系物理参数取定的情 

况下，影响方法稳定性的因素除时间步长 △ 和空间 

步距 △s以外 ，渗透系数 的取值也将对方法 的稳定性 

产生显著的影响 ，因此必须综合考虑各种影响因素 ， 

给出方法稳定性的判别指标 。 

定义如下形式的传递因子 ： 

，  

TF—f 18max (5) 
＼ ， ／ 

式中，de 为基准渗透系数； 为小于 1的指数； 为 

传递矩阵的最大奇异值； 为最大奇异值的参与系 

数，可以通过传递矩阵的奇异值分解得到。传递因 

子 TF综合反映了各种影响因素对稳定性的作用， 

其数值可以作为饱和两相介质波动问题时域显式有 

限元方法稳定性判别和度量的指标。传递因子的数 

值越大 ，表示方法的稳定性越差 。 

2．2 稳定性影响因素作用规律研究 

针对物理参数取定 的两相介质体系 ，研究各影 

响因素对其波动问题的时域显式有限元方法稳定性 

的作用规律。两相介质体系的主要物理参数的取值 

列于表 1中。 

表 1 两相 介质 体系物理参数取值 

p,／[-kg·m ] pt／[kg·m ] a／lO Pa G／10 Pa Ew／10。Pa 

650 1 000 2 3R 1 25 2．0 O 33 

2．2．1 时间步长的影响 

在空间步距 As取定的情况下 ，采用不 同的离散 

时间步长 △ 进行两相介质动力反应计算时，相应的 

传递 因子数值 的变化情况如图 2所示 。由图可知， 

随着时间步长 △ 的增大，传递因子的数值不断增 

大，表明方法的稳定性逐渐变差 。当时间步长 △￡的 

值较小(如小于 0．1 s)时，随着 △ 的增大传递因子 

增长的速度较为缓慢；当 △￡的值较大时，随着 △ 的 

增大传递因子增长的速度 明显变大 ，这代表稳定性 

情况急剧恶化 ，将更早地 由于计算结果溢 出而导致 

计算过程的中断。 

2．2．2 空间步距的影响 

在时间步长 At取定的情况下 ，采用不同的空间 

步距，即网格划分尺寸 △s，进行两相介质动力反应 

计算时传递 因子数值 的变化情况如图 3所示 。由图 

可知 ，随着空间步距 △s的增大 ，传递 因子 的数值迅 

速减小，表明方法的稳定性显著增加。但是当△s增 

大到一定值 以后 ，传递 因子的数值将趋 于稳定 。空 

间步距 △s主要决 定 固相和 液相 的集 中质 量系数 

M 和M叽的大小，当 △s增大时 M 和 M 将增大 ， 

由式(1)和(2)可知，两相介质动力反应的计算值将 

减小，即计算将趋于稳定。 

但是值得注意的是，当△s增大到一定值以后， 

方法的稳定性状况将趋 于稳定 。由于采用较大的网 

格尺寸将使计算的精度降低，因此在实际的计算过 

程 中在保证计算稳定性 的前提下 ，应采用尽可能小 

的空间步距 △s值以保证计算精度。 

时间步长 △f／S 

(a) A =5．0 m 

2 

时间步长 △f／S 

(b) A =10．0 m 

时『司步长 △f／S 

(c)△s=20．0 m 

图 2 不同时间步长对稳定性的影响 

Fig．2 Effect of different time steps on the stability． 

2．2．3 渗透系数取值的影响 

图 4为渗透系数的取值分别为 8．0×10一、8．0 

×1O 和 8．0×10 时传递因子 随时间步长 △￡的 

变化情况。由图可知 ，当渗透系数的取值增大时，传 

递因子的数值减小 ，表明方法的稳定性增加。 

2．3 稳定性实用判别准则 

笔者经过大量计算工作 ，得到饱和两相介质波 

M 8 6 4 2 

困 牟J 
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空间步距 △s／m 

(a)△t-0．O05 S 

空间步距 △s／m 

(b) △t-0．01 S 

空 间步距 △ ／m 

(c) △f=0．05 S 

图 3 不 同空间步距对稳 定性的影响 

Fig．3 Effect of different space intervals on the stability 

2 

1 

苎 

0 

时间步长 △f／S 

图 4 渗透系数取值对稳 定性的影响 

Fig．4 Effect of different permeability coefficients 

Oil the stability． 

动问题时域显式有限元方法稳定性 的实用判别 准 

则如下 ： 

当基准渗透系数 是 和指数 a取适当的值时，若 

计算参数取值使传递 因子 TF％1，则方法可 以保持 

稳定；若传递因子 TF≥1，则方法的稳定性将丧失， 

计算过程将在某一时刻由于计算数值的溢出而发生 

中断。 

表 2中给出了部分可以保证方法稳定性的计算 

参数的组合 。 

表 2 保证方法 稳定 性的部分计算参数取值 

8．0 

9．0 

8．0× 10 6 10．0 

20．0 

50．0 

0．005 

0．O05 

0．005 

0．01 

0．02 

8．0X lO-7 ； ； 

3 结论与展望 

本文基于动力反应递推计算格式的传递矩阵的 

性质 ，进行 了饱和两相介质波动问题 时域显式有限 

元方法稳定性问题的研究 ，结果表明： 

时间步长 △ 、空间步距 △ 和渗透系数取值都 

对饱和两相介质波动问题的时域显式有限元方法 的 

稳定性有较为显著 的影 响。随着 时间步长 △￡的增 

大，方法的稳定性降低 ；随着空间步距 △s的增大 ，方 

法的稳定性增加；当渗透系数取值增大时，方法的稳 

定性增加 。 

对于饱和两相介质的波动问题而言 ，参数众多， 

影响因素复杂 。本文的研究工作只是对其时域显式 

有限元方法稳定性的初步研究 和探讨 ，未考虑人工 

边界处理技术和输入地震波频谱特性对方法稳定性 

的影响。在今后的研究工作 中，应综合考虑更多 的 

影响因素，该方法 的稳定性进行更为全 面的研究和 

分析 。 
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比目标反应谱。 

通过对 EL—Centro NS地震波 的调 整 以拟合 

美国规范硬土场地条件下多阻尼比D—V—A联合 

谱 ，验证 了该方法 的可行性和通用性 ，为该方法的改 

进以同时拟合峰值加速度、峰值速度和目标反应谱 

奠定了基础 。 
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