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基于输出反馈的建筑结构闭开环次优控制①

宋 刚,谭 川,陈 果
(招商局重庆交通科研设计院有限公司桥梁工程结构动力学国家重点实验室,重庆400067)

摘要:对传统的结构抗震闭开环控制算法进行改进。基于地面运动自回归模型,采用Kalman滤波

利用可以量测到的地面加速度激励对未来时段即将发生的地面加速度激励进行预估,并在微分方

程的求解中引入精确高效的精细积分算法。考虑到实际控制中量测全部状态变量的困难,改进算

法仅需量测部分状态变量。数值仿真表明,基于输出反馈的闭开环次优控制策略能大大降低结构

的地震响应。
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Abstract:Mostrecentstudieshavebeenbasedontheapplicationoflinearquadraticregulatorcon-
troltoearthquake-excitedstructures.Inlinearquadraticregulatorcontrolproblems,theobjective
functionisdefinedastheintegralofaquadraticexpressioninthecontrolintervalwithrespectto
structuralstatesandcontrolvectors,andtheoptimalregulatorcanbederivedusingPontryagin’

smaximumprincipleorBellman’smethodofdynamicprogramming.Intraditionallinearquad-
raticregulatorcontrolproblems,theRiccatiequationisobtainedwithoutconsideringtheearth-
quakeexcitationterm.Tooptimizecontrolandsatisfytheoptimalitycondition,inthisstudy,we
proposeanewclosed/open-loopcontrolstrategyforstructuresunderearthquakeexcitation.We
deriveananalyticalsolutiontoalinearregulatorproblemforstructuralcontrolwithoutneglecting
unknowndisturbances.Theoptimalregulatordependsonboththestateanddisturbances.The
solutionforthisclosed/open-loopcontrolrequirestheknowledgeoftheearthquakeinthecontrol
interval,whichisapproximatedbasedonthereal-timepredictionofnear-futureearthquakeexci-
tationusingtheKalmanfilteringtechnique.Earthquakeexcitationismodeledasanautoregressive
process.Thepredictionalgorithmcanpredictseismicexcitationinthenearfuturewithhighaccu-
racy,althoughitlackspredictionaccuracyformoredistantfutureevents.Consideringthemeas-
urementdifficultyofallstatevariables,especiallyforsomehigh-ordersystems,theproposed
controlstrategyonlyrequiresthemeasurementofapartialstate.Inthecalculationofastatetran-
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sitionmatrix,whichisrequiredtosolveadifferentialequation,largeroundingerrorsmayoccur
whenthetime-stepsizeisexcessivelysmall.Toovercomethislimitation,weintroduceaprecise
integrationalgorithmtosolvethedifferentialequation.Thisalgorithmisalwaysnumericallysta-
bleandyieldsveryhighprecisionsolutionsfornumericalintegrationproblems.Todemonstrate
theeffectivenessoftheproposedcontrolstrategy,weinvestigatedtheundampedvibrationofa
three-storybuildingsubjectedtohorizontalseismicforces.Weassumedthatthecolumnsofthe
buildingaremasslessandthatthemassofthestructureisconcentratedatfloorlevels.Weimple-
mentedcontrolusingactuatorsexertingforcesoneachstory.Wealsoassumedthatfloorveloci-
tiescanbemeasuredinrealtimebysensorsinstalledineverystoryunit.WeusedtheNScompo-
nentofthe1940ElCentroearthquakegroundaccelerationrecordastheexcitationsourceandper-
formedcalculationsforitsentireduration.Wemodeledthecolumnsofthebuildingaslinearelas-
ticspringsandassumedtheresponsemitigationeffectoftheactuatorstobesufficientforthe
buildingtobehaveinalinearelasticmannerduringearthquakeexcitation.Wedidnotconsiderthe
soil-structureinteractionorthedynamiccharacteristicsoftheactuators.Weinvestigatedthecon-
trolledanduncontrolledbehaviorofthethree-storyundampedbuildingandcomparedtherelative
displacement,velocity,acceleration,andinter-storydisplacementresponses.Ournumericalsim-
ulationresultsshowthattheproposedclosed/open-loopsub-optimaloutputfeedbackcontrol
strategycansignificantlyreducestructuralearthquakeresponses.
Keywords:earthquakeexcitation;outputfeedback;close/open-loopcontrol;Kalmanfilter;

preciseintegration

0 引言

近几十年来控制在理论和实际工程中都获得了

很大进展[1-3],其中线性二次型调节器(LQR)在很

多工程中得到了应用[4-5]。在传统的二次型调节器

问题中,目标函数定义为由结构状态和控制力向量

组成的二次表达式在一定时间区段上的积分,通过

庞德里亚金极大值原理或贝尔曼动态规划等方法可

推导出相应的最优控制器。然而,在公式推导过程

中Riccati方程是通过忽略外激励项而得出的。因

此从这种意义上说,传统的二次型闭环最优控制只

是一种近似的最优控制,在公式推导过程中保留外

激励项的闭开环控制比闭环控制有一定的优越性。
但是传统的闭开环控制需要预先知道整个控制时间

区段上的外激励,这对结构抗震等工程问题来说是

无法实现的。地震激励是随机的,人们无法事先知

道作用在结构上的确切地震激励。相应地不需要事

先知道作用在结构上的确切外激励的闭开环次优控

制方法应运而生。文献[6]基于地震自回归模型,通
过Kalman滤波预测一步或多步的地震动输入,采
用Taylor级数进行数值积分,提出一种次优的结构

抗震闭开环控制策略,并通过数值算例验证了该闭

开环次优控制方法相对于其他控制方法的优点。文

献[7]进一步提出具有指定稳定度的结构闭开环次

优控制算法。除此之外,为了避免Riccati方程的求

解和确定未来时段的地震激励,文献[8]提出一种基

于多点瞬态激励的闭环控制。为了提高控制精度,
文献[9]在结构瞬态闭环及瞬态闭开环控制中采用

了精细积分算法。
然而,以上文献[6-9]都假定结构的全部状态可

以量测,这在实际控制中往往是难以做到的。钟万

勰近年来提出的精细积分法求解常微分方程精度之

高[10-12],是其他时域积分法无法比拟的。本文在文

献[6-9]的基础上,提出基于输出反馈的结构抗震闭

开环次优控制策略,对微分方程的求解采用精细积

分法来代替文献[6]和[7]中所采用的Taylor级数

展开法。

1 问题描述

以单维地震动输入下的n 自由度线性结构为

例。假定地面均匀一致运动,结构的运动方程可写

为:

M̈x(t)+Ċx(t)+Kx(t)=-MËxg(t)+Lu(t)
(1)

其中:M、C、K 分别为结构的质量阵、阻尼阵和刚度

阵;x(t)是相对地面的结构位移向量;E 是所有分

量都为1的向量;u(t)为控制力向量;L 为作用器位
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置矩阵;̈xg(t)为地面加速度。式(1)可写为状态空

间形式

ż(t)=Az(t)+Bu(t)+Ḧxg (2)
其中:
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1.1 基于状态反馈的闭环控制

采用性能指标

J=
1
2∫

tf

0
(zTQz+uTRu)dt (3)

其中:tf 表示地震激励持续时间。引入哈密顿函数

Ha =
1
2 zT(t)Qz(t)+uTRu(t)é

ë
êê

ù
û
úú+  

 λT(t)Az(t)+Bu(t)+Ḧxg(t)[ ] (4)
由方程

ż(t)=
∂Ha

∂λ =Az(t)+Bu(t)+Ḧxg(t) (5)

λ̇(t)=-
∂Ha

∂z =-Qz(t)-ATλ(t) (6)

∂Ha

∂u =0=Ru(t)+BTλ(t) (7)

λ(tf)=0 (8)
假定

λ(t)=P(t)z(t) (9)
联立式(5)~式(9),可得

Ṗ(t)+P(t)A(t)+AT(t)P(t)-P(t)BR-1BTP(t)+[
Q ]z(t)+P(t)Ḧxg(t)=0;P(tf)=0 (10)

式(10)对所有的z(t)都应成立。忽略激励项ẍg

(t),式(10)可另写为

Ṗ(t)+P(t)A(t)+AT(t)P(t)-  
  P(t)BR-1BTP(t)+Q=0;

P(tf)=0 (11)
联立式(7)和(9),可得

u(t)=-R-1BTP(t)z(t) (12)
由式(11)解得P(t),代入式(12),便得到t时刻作

用器应输出的控制力。

1.2 基于状态反馈的闭开环控制

不忽略激励项ẍg(t),假定

λ(t)=P(t)z(t)+q(t) (13)
联立式(5)、(6)、(7)和(13),可得

Ṗ(t)+P(t)A(t)+AT(t)P(t)-P(t)BR-1BTP(t)+[

Q ]z(t)+̇q(t)- P(t)BR-1BT -ATé
ë
êê

ù
û
úúq(t)+

P(t)Ḧxg(t)=0 (14)
式(14)在任何时刻均成立。联立式(8)和式(14),可
得

Ṗ(t)+P(t)A(t)+AT(t)P(t)-
  P(t)BR-1BTP(t)+Q=0;

P(tf)=0 (15)

q̇(t)-P(t)BR-1BT-ATé
ë
êê

ù
û
úúq(t)+P(t)Ḧxg(t)=0;

q(tf)=0 (16)
联立式(7)和(13),可得

u(t)=-R-1BT
P(t)z(t)+q(t)[ ] (17)

  若整个控制时间区段作用在结构上的地面加速

度激励ẍg(t)事先已知,由式(15)解得P(t),由式

(16)解得q(t),代入式(17)便得到t时刻作用器应

输出的控制力。

2 基于输出反馈的闭开环次优控制

式(15)为微分Riccati方程,借助于钟万勰近年

来提出的精细算法[10-12],微分Riccati方程可以得到

简便地解决。然而在除临近tf 的时间段外,P(t)在
大部分时间段都近似保持为常数矩阵,把式(15)简
化为代数Riccati方程来处理,见下式:

PA+ATP-PBR-1BTP+Q=0 (18)

  式(16)的求解需要从终端时刻进行后向积分,
这需要事先知道整个控制时间区段作用在结构上的

地面加速度激励。虽然地面加速度激励可以在线量

测,但却无法事先知道。采用地面运动自回归模型

利用Kalman滤波技术对未来时段即将发生的地面

加速度激励进行预估[6]。
对于每一时间步[tk-1,tk],式(16)的解可表示

为

q(tk)=T(η)q(tk-1)+ck (19)
其中:

η=tk -tk-1,T(η)=eDη,ck =∫
tk

tk-1
eD(tk-td)p(td)dtd

D=PBR-1BT -AT,p(t)=-PḦxg(t)

  假定ẍg(t)在时间步[tk-1,tk]内线性变化,则

ck =T(η)D-1 p(tk-1)+D-1r1[ ] -
 D-1 p(tk-1)+D-1r1+r1η[ ] (20)

其中:r1= p(tk)-p(tk-1)[ ]/η。而T(η)的精细计

算可见文献[9,12]。通过递推,q(tk)可以通过q
(t)在初始时刻的值q(0)来表示:
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q(tk)=Tk(η)q(0)+∑
k

i=1
Tk-i(η)ci (21)

  记从初始时刻到终端时刻tf 的积分步数为m,
由q(tf)=0,可得

q(0)=-∑
m

i=1
T-i(η)ci (22)

q(tk)=-∑
m

i=k+1
Tk-i(η)ci=-T-1(η)ck+1-

   T-2(η)ck+2-Λ-Tk-m(η)cm (23)

  利用地面运动自回归模型和Kalman滤波技术

进行地面加速度激励l步预估,即在tk 时刻利用过

去时段(包括现在时刻)量测到的地面加速度激励估

计未来时段tk+1,tk+2,…,tk+l(1≤l≤m-k)时刻

的地面加速度激励。将式(23)截取前l项,可得

q(tk)≈-T-1(η)ck+1-T-2(η)ck+2-Λ-Tk-1(η)ck+l

(24)

  关于截断所带来的误差的讨论,可见文献[6-
7]。式(17)需要量测结构全部状态变量,对于高阶

系统,这在很多情况下是不可实现的。这里假定只

有部分状态变量可测,记为y(t):

y(t)=Cyz(t) (25)
假定

u(t)=-Kcy(t)-R-1BTq(t) (26)
定义目标函数

J2=‖G‖2F=trace(GTG) (27)
其中:G=KcCy-R-1BTP;F表示Frobenius范数;

Kc 的取值应使J2 最小。令
dJ2

dKc
=0,可得

Kc =R-1BPCT
y(CyCT

y)-1 (28)

  将式(24)和(28)代入式(26)中,就可得到基于

输出反馈的结构闭开环次优控制。相应地忽略式

(26)中的R-1BTq(t),将式(28)代入式(26),即得

到基于输出反馈的结构闭环次优控制。

3 算例

一个三层无阻尼结构受水平方向地面加速度激

励,相邻层间安装主动作用器,如图1所示[6]。各层

质量均为48×103kg,层间刚度分别为k1=46420
kN/m,k2=41780kN/m,k3=23210kN/m。地

面加速度激励采用ElCentro地震波南北分量,地
震加速度峰值为3.417m/s2,时程记录间距为0.02
s。假定结构速度可测,即Cy=[0 I]。对未来时

段地面加速度激励进行3步预估,采用基于输出反

馈的闭开环控制策略对结构进行控制。取加权矩阵

为

Q=μ
0 0
0 I
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,R=1.0×10-5I (29)

其中:μ 为可调参数。不同的μ 值对应不同的控制

力和控制效果,经试算,取μ=1.0×108。

图1 结构模型

Fig.1 Structuralmodel

  这里仅给出闭开环控制和无控时结构峰值响

应对比,见表1。关于闭开环控制和闭环控制控制

效果的详细比较,可见文献[6-7]。从表1可以看

出,施加控制力后,结构顶层的位移、速度、加速度峰

值响应和2~3层层间相对位移峰值响应都大大降

低。无控时,结构顶层位移峰值为12.7cm,施加控

制力后结构顶层位移峰值降为1.1cm。
表1 控制前后结构响应对比

Table1 Responsesofstructurewithandwithoutcontrol
峰值响应 无控 闭开环控制

顶层位移/cm 12.7 1.1
2~3层层间相对位移/cm 5.4 0.2

顶层速度/(cm·s-1) 174.5 10.3
顶层加速度/(m·s-2) 26.3 3.6

顶层控制力/kN - 159.1
底层控制力/kN - 364.5

4 结论

针对实际控制中量测全部状态的困难,提出一

种基于输出反馈的结构闭开环次优控制算法,并对

一个地震激励下的三层无阻尼结构进行数值仿真。
结果表明,输出反馈闭开环次优控制可以很好地实

现控制效果。
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